ENSEMBLES

EXERCICE 1.

On considére ’ensemble ambiant
E={1,2,3,4,5,6,7}

et les parties de E suivantes
A={1,3,5}, B=1{2,3,4,7} et C ={3,4,5,6,7}

Déterminer AUB, ANB, ANC, A%, A\ B, (AUB)¢, AN B¢, AN(BUC), (ANB)U(ANC().

AUB=1{1,2,3,4,5,7}
ANB={3}
ANC ={3,5}
Ac={2,4,6,7}

A\ B=1{1,5}
(AUB)®=1{1,2,3,4,5,7}° = {6}
A°N B ={2,4,6,7} N {1,3,5,6} = {6}
AN(BUC)=1{1,3,5}n{2,3,4,5,6,7} = {3,5}
(ANB)U(ANC)={3}uU{3,5} ={3,5}

Remplacer les pointillés par I'un des symboles €, ¢ ou C :

5...N, —=7...N, 5...2[N), {5}...N, {5}...2(N), {-1,5}...2(N)

5eN, —7¢N, 5¢ 2(N), {5} CN, {5} e 2(N), {-1,5} ¢ 2(N)

Ecrire en extension I'ensemble 2 (E) des parties de I'ensemble E = {a,b,c} de cardinal 3.

P(E) ={0,{a} ,{b} {c} {a,b},{a,c} {b,c}, E}

Soient A et B deux parties d’un ensemble. Montrer que

(ANB=AUB)=— A=B




Soit x € E. Supposons que x € A. Cela implique que z € AU B. Or, par hypothése ona ANB = AUB.
Ainsi, z € AN B et donc en particulier x € B.
On vient de prouver que A C B.
On établirait de maniére analogue que B C A.
On obtient ainsi A = B.

EXERCICE 5. Différence symétrique

Soient £ un ensemble, A et B deux parties de FE.
On appelle différence symétrique de A et de B, le sous ensemble de F

AAB ={x € AUB,z ¢ AN B}
Pour un ensemble fini E, montrer que

card(AAB) = card(A) + card(B) — 2card(A N B)

Les éléments de AAB sont les éléments qui appartiennent & A ou bien a B, i.e. les éléments qui appar-
tiennent & A ou & B mais qui n’appartiennent pas a la fois 4 A et & B.
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Si deux ensembles finis F' et G sont disjoints, on a

card(F'U G) = card(F) + card(G)

Si A et B sont deux ensembles, on décompose A U B en 3 sous-ensembles deux & deux disjoints :

AUB=(A\B)U(ANB)U(B\A) =(A\(ANB))U(ANB)U(B\ (AN B))
et on a, d’aprés le principe additif,

card(AU B) = card(A \ (AN B)) + card(AN B) + card(B \ (AN B))

D’autre part, puisque si R C S, on a card(S \ R) = card(S) — card(R), on obtient

card(A U B) = card(A) — card(A N B) 4 card(A N B) + card(B) — card(A N B)
On obtient alors la formule classique

card(A U B) = card(A) + card(B) — card(A N B)

qui appliquée & AAB = (AU B) \ (AN B) donne

card(AAB) = card(A U B) — card(A N B) = card(A) + card(B) — 2 card(AN B)



EXERCICE 6. Fonction caractéristique

Soit A une partie d’un ensemble E. On appelle fonction caractéristique de A I'application

xa: E — {0,1}
1 size A
T = xalz)= 0 siz¢g A’

Soient A et B deux parties de E. Montrer que les fonctions suivantes sont les fonctions caractéris-
tiques d’ensembles que 'on déterminera :

1. 1 —xa
2. XA X XB
3. Xa+XB— XA XXB

. 1 — x4 est la fonction caractéristique du complémentaire A° = A de A.
En effet, on a (1 — xa)(z) =0si xa(z) =1,1e.six € A, ouencoresiz ¢ A, et (1 —xa)(x)=1si
xA(x) =0, 1i.e sixz ¢ A, ouencore si z € A.

. XA X xB est la fonction caractéristique de AN B.
On raisonne par disjonction des cas.

1" cas : six € AN B, alors xa(z) = xp(z) =1, et donc x4 X xp(x) = 1.

27d cas : siz ¢ AN B, alors ou bien z ¢ A et xa(z) = 0 ou bien 2 ¢ B et xyp(x) = 0. Dans tous
les cas, x4 x xp(x) = 0.

. XA+ XxXB — XA X xB est la fonction caractéristique de AU B.

En effet, si z ¢ AU B, nécessairement ¢ A et x ¢ B, ce qui se traduit par ya(x) =0 et xp(z) =0

et ainsi (x4 + xB — x4 X xB)(x) =0+0—-0x0=0.

Sixz € AU B, on distingue 3 cas.

1 cas: siz € Aetxz € B,on a xa(z) =1et xp(r) =1 et ainsi (xa + xB — xa X xB)(x) =
1+41-1x1=1.

26me cas: sizx € Aet x ¢ B,ona xa(xr) =1et xg(z) =0 et ainsi (xa + x5 — x4 X x5)(z) =
1+0-1x0=1.

3¥Me cas: six ¢ Aetx € B,ona xa(r) =0et xg(r) =1 et ainsi (xa + x5 — x4 X x5)(x) =
O0+1-0x1=1.



